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0 aproksymacji funkcji osiadan powierzchni terenu
wskutek podziemnej eksploatacji z16Z z uwzglednieniem
danych geomechanicznych masywu skalnego na potrzeby
modelowania w budownictwie na terenach gérniczych
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STRESZCZENIE:

Przedstawiono wzory aproksymujace obnizenia powierzchni terenu, ktére wynikaja z powiazania dwoch
znanych teorii dotyczacych prognozowania deformacji terenu i gérotworu wskutek eksploatacji gérniczej:
teorii Chudka-Stefanskiego oraz teorii Knothego-Budryka. Proponowane wzory matematyczne opracowano
w przestrzeniach 2D oraz 3D. Poréwnano réznice wynikéw otrzymywanych ze wzoréw catkowych tych teo-
rii i zaproponowanych tu wzoréw aproksymujacych. Prezentowane rozwigzania znajduja zastosowanie
w modelowaniu deformacji powierzchni terenu wskutek podziemnej eksploatacji zt6z na potrzeby analiz
w budownictwie na terenach gérniczych bez konieczno$ci stosowania rachunku catkowego.

SLOWA KLUCZOWE:
modelowanie numeryczne; wzory catkowe i aproksymujace; teoria Knothego-Budryka; teoria Chudka-
Stefanskiego, budownictwo na terenach gorniczych

1. Wprowadzenie

Do prowadzenia analiz deformacji powierzchni terenu i gérotworu na potrzeby budownic-
twa na terenach gérniczych czesto stosowane s3 modele matematyczne znane w literaturze
przedmiotu jako teorie geometryczno-catkowe [1-8]. Do nich zaliczane s3 miedzy innymi mode-
le matematyczne znanych teorii - odpowiednio pod nazwami ,teorii Knothego-Budryka” oraz
yteorii Chudka-Stefanskiego”. W teorii Knothego-Budryka wystepuje jeden parametr zwigzany
z wlasno$ciami o$rodka skalnego, jakim jest gérotwor - jest nim kat zasiegu wplywow gtow-
nych, ktérego warto$¢ jest zalezna od sztywnosci gérotworu nadlegtego. Z kolei w teorii Chudka
- Stefanskiego wystepuja dwa parametry geomechaniczne, sg nimi: $redni ciezar objeto$ciowy
skal w gorotworze (¥ [MPa/m]) oraz $rednie dopuszczalne naprezenia skat gérotworu na roz-
cigganie (Rr [MPa]). W obu modelach matematycznych jako podstawowa funkcje osiadan
(funkcje obnizen) powierzchni terenu przyjeto zmodyfikowang ,krzywa rozktadu normalnego
Gaussa” (znana powszechnie pod nazwg ,krzywej dzwonowej”). Przeprowadzone analizy kore-
lacyjne wynikéw badan z 16 otworéw wiertniczo-badawczych 34 rodzajow skat tego samego
masywu skalnego umozliwity utworzenie wzoréw empirycznych, ktére stuza do poréwnywania
przyblizonych zaleznosci miedzy odpowiadajacymi sobie jednostka fizyczng parametrami geo-
mechanicznymi. Uzyskane wzory wykazuja przydatno$¢ miedzy innymi do poréwnywania [8]:
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- doraznej wytrzymatosci na $ciskanie (R [MPa]) z dorazng wytrzymatos$ciag na rozcigganie
(Rr [MPa]),

- doraznej wytrzymatosci na jednoosiowe $ciskanie (R. [MPa]) z dorazng wytrzymatoscia na
Sciskanie w stanie nasgczenia wodg (Re: [MPa]),

- doraznej wytrzymatosci na $ciskanie (R [MPa]) z kohezja (c [MPa]),

- doraznej wytrzymatosci na $ciskanie w stanie nasaczenia wodg (Rc» [MPa]) z dorazng wy-
trzymatoScia na rozciaganie (R [MPa]),

- doraznej wytrzymatosci na jednoosiowe $ciskanie (R [MPa]) z modutem Younga (E [MPa]).

Przeprowadzone wyniki analiz wykorzystano tu do powigzania wzoréw matematycznych

obu wymienionych teorii. Otrzymane wzory moga by¢ przydatne w modelowaniu deformacji

powierzchni terenu z wykorzystaniem danych geomechanicznych skat gérotworu w zagadnie-

niach dotyczacych problematyki budownictwa na terenach gérniczych.

2. Wzory wykorzystane do aproksymacji

W teorii Knothego-Budryka przemieszczenia pionowe w przypadku pojedynczego pola eks-
ploatacyjnego, w zadaniu 2D, dla przypadku tzw. nieskoniczonej potptaszczyzny okreslono wzo-
rem (1). Jego rozwiniecie dla przypadku pojedynczego, prostokatnego (tzw. ,elementarnego”)
pola eksploatacyjnego w zadaniu 3D okres$lono wzorem (2) [1, 3-8]. We wzorach tych pominie-
to dla uproszczenia rozwazan parametr zwigzany z komprymacja gérotworu ,ww” , ktéry zostat
omoéwiony szczegbétowo w [3].

x —zA?
w(x)=a};g- je da (1
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wie)= [ [FFe 7 dgy 2)
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Oznaczenia we wzorach (1) i (2):

w(x), w(x, y) - odpowiednio warto$ci osiadan (obnizen) w punkcie o okre$lonych wspétrzed-
nych - zadanie 2D jako przypadek nieskonczonej pétplaszczyzny - wzoér (1); zadanie 3D dla
prostokatnego pola eksploatacyjnego o wspétrzednych przekatnej prostokata parceli X1, Y1, X2,
Y2 - wzér (2);

a - wspotczynnik eksploatacyjny (wspdtczynnik wypetnienia pustki eksploatacyjnej);

g - grubo$¢ wyeksploatowanej warstwy poktadu (tzw. wysoko$¢ furty eksploatacyjnej);

r - promien zasiegu wptywow gtéwnych okreslany z zalezno$ci r = , w ktorej kat S jest

g(B)
katem zasiegu wpltywéw gltéwnych, natomiast H jest gtebokos$ciag zalegania eksploatowanego
poktadu.

Warto$¢ obnizenia wynikajgcg ze wzoru (1) mozna obliczy¢ takze, bez konieczno$ci stosowania
rachunku catkowego, z rozwiniecia okre$lonego wzorem (3), ktdry jest pierwszym zastosowa-
nym przybliZzeniem aproksymacyjnym wzoru (1) przy przyjetej warto$ci empirycznej v = 4.25.
Na rysunku 1 przedstawiono wykresy uzyskane ze wzoréw (1) i (3).

wx)=-a-g- %—1 =a-g- 1—% (3)
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Rys. 1. Wykresy funkgcji okreslonych wzorami (1) - oznaczenie linia ciagla i (3) - linig kropkowanag,
przy przyjeciu pogladowych warto$ci zmiennych we wzorach: a =-0.9,v=4.25,g=3 m, r =300 m;
warto$ci ujemne na osi x oznaczajg obszar nad calizng, warto$ci dodatnie na osi x oznaczaja obszar
nad pustka poeksploatacyjna, warto$ci na osi pionowej sa warto$ciami osiadan, [m]; przypadek
nieskonczonej potptaszczyzny zostat tu uproszczony, gdyz nie uwzgledniono obrzeza
eksploatacyjnego ,d” i wstepnych osiadan ,, w, ", ktore to szczegétowo omoéwiono w [3, 8]

Warto$¢ wynikajacg ze wzoru (2) mozna obliczy¢ z rozwiniecia okreslonego wzorem (4), [7] -
(wprowadzone tu nazwy zmiennych: Y2, Y1, X2, X1 odpowiadaja oznaczeniom jak we wzorach (2)

i (5)).

w(x,y)= ﬂ4:i;/g~[erf[\/rﬁ»(y—YZ)]—erf[\/rN-(y—Yl)]]-

-{erf[\/rﬁ~(X—X2)J—erf[\/rﬁ~(X—X1)j] 4

Wzér (4) jest propozycja przeksztatcenia wzoru (2) przy wykorzystaniu funkcji btedu ERF:
we wzorze wprowadzono zmienng N, ktora przy zatozeniu, ze N = zprowadzi do rozwigzan
spotykanych w dotychczasowej literaturze, natomiast przy N # 7w moze odpowiada¢ rozwigzaniu
zadania okreslonego wzorem (5).

XY *N'[(f*}’)z +(77*X)2}
a.
woon)= [ [ZEe 7 agay (5)
X1h r

Dla uproszczenia rozwazan we wzorach (1) do (5) nie uwzgledniono wplywéw wstepnej
komprymacji gérotworu wskutek jego odwadniania w,, oraz zatozono, zZe warto$¢ obrzeza
eksploatacyjnego wynosi d = 0 - szczegdty zwigzane ze stosowaniem tych parametréw omo-
wiono w pracach [3, 8].

Podstawiajgc do wzoréw (1) i (2) teorii Knothego-Budryka zalezno$¢ (6), ktéra wynika
z teorii Chudka-Stefanskiego, otrzymujemy odpowiednio wzory (7) i (8) [2, 3, 8]. Natomiast
z formuty okreslonej wzorem (5) otrzymano wzor (9).

r= /H'Rf (6)
14
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Wyniki z analizy korelacyjnej parametrow geomechanicznych skat prowadza do otrzyma-

nych zaleznosci (10)-(13) [8]:
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Z rozwigzania uktadu réwnan (12) otrzymano funkcje zaleznos$ci doraznej wytrzymatosci
na rozcigganie Rr od kohezji ¢, a we wzorze (13) zalezno$¢ doraznej wytrzymatosci Rr od R..
Podstawiajgc (12) do (7) i (9), otrzymano wzory (14) i (15). Nastepnie podstawiajac (13) do (7)

i (9), otrzymano odpowiednio wzory (16) i (17).
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Aproksymacje wzoru (14) w rozwinieciu do pola o wspéirzednych Xy, Xk okreslono wzorem
(18), natomiast aproksymacje wzoru (15) dla N = 7 okres$lono wzorem (19) [3].

Xi —5vﬂ~(l—x)2vy

- 5y 3Hc ~ ag a-g
wx)=a-g 3 H e XIe i~ ) _V(;HX") (18)
» 3.H-c > H-C
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—v(x—X1) —r(x-Xx2) | v(y-r1y —v(y-r2) (19)
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Wz6r (15) aproksymowano zaleznos$cig okreslong wzorem (20), natomiast zwiekszajac do-
ktadnos$¢ aproksymacji, okreslono dodatkowo wzorem (21).
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Wykorzystujac (13) i (21) oraz (17), otrzymano zalezno$¢ (22).
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We wzorach (6), (23) i (24) przedstawiono zalezno$ci promienia zasiegu wpltywéw gtow-
nych wyrazonych funkcjami r(Rr, ), r(c, ») i r(Rc ). Przyjeto nastepujace wartoSci testowe
parametrow geomechanicznych spetniajacych relacje $redniej proporcjonalnosci wynikajacej
z zalezno$ci empirycznych: Rr = 2 MPa, ¢ = 3.33 MPa, Rc = 25 MPa, y= 0.02 MPa/m.

3-H-c (23)
5y
2-H-R

= [T 24

25y 24

Na rysunku 2 przedstawiono odpowiednio wykres 3D funkcji i poréwnanie wartosci otrzy-
mywanych ze wzoréw zestawionych w zaleznosci (22).
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Rys. 2. Wykres 3D funkcji obnizen okreslonych w zalezno$ci (22) - rysunek z lewej, rysunek z prawej
- wykres 3D bezwzglednej warto$ci réznic otrzymywanych z zaleznosci okreslonych wzorem (22),
z ktorych maksymalne nie przekraczaja +3 - 10-* m = +0.3 mm; oznaczenie osi: 0§ pionowa - warto$ci
obnizen w [m], osie poziome zakres wspoétrzednych umozliwiajacych wizualizacje funkcji w zakresie
danych przyjetych do obliczen; w przyktadzie przyjeto nastepujace wartosci zmiennych we wzorach:
a=-09, g=3m,H=900m, R. =25 MPa, y=0.02 MPa/m,N= 7 X1=0m, Y1=100 m, X2=0m, Y2=100 m
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3. Wnioski

Uzyskane z aproksymacji wzory matematyczne umozliwiajg obliczanie obnizen powierzchni
terenu wyrazonych w zacytowanych w niniejszej pracy teoriach bez konieczno$ci stosowania
rachunku catkowego. R6Znice miedzy otrzymywanymi wynikami ze wzoréw aproksymacyjnych
wzgledem wzoréw catkowych nie przekraczaja wartosci kilku dziesigtych milimetra, co moze
by¢ przydatne do obliczania warto$ci szacunkowych przy analizach w modelowaniu obnizen
powierzchni terenu wskutek eksploatacji gérniczej zt6z poktadowych. Przy opracowaniu pro-
ponowanych rozwigzan dotozono staran, aby mozliwe byto wykorzystywanie powszechnie do-
stepnych baz danych parametréw geomechanicznych skat gérotworu do obliczen inzynierskich
w budownictwie na terenach gérniczych.
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On the approximation of land settlement functions due to underground
mining of deposits with regard to the geomechanical data of the rocky
massage for the needs of modeling in construction in mining areas

ABSTRACT:

Formulas approximating land surface depression resulting from the combination of two geometrical-
integral theories: Chudek-Stefanski theory and Knothe-Budryk theory are presented. The proposed mathe-
matical formulas have been developed in 2D and 3D spaces. The differences of results obtained from inte-
gral formulas and approximating formulas were compared. The presented solutions are used in modeling
terrain surface deformation as a result of underground mining operations for the needs of analyzes in con-
struction in mining areas without the need to use integral calculus.

KEYWORDS:
numerical modeling; integral and approximation formulas; Knothe-Budryk theory; Chudek-Stefanski theo-
ry, construction in mining areas



