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JEDNOOSIOWY STAN NAPREZEN
W HIPERSPREZYSTYM MATERIALE ZAHORSKIEGO
ORAZ MOONEYA-RIVLINA | NEO-HOOKEANA - POROWNANIE

Wprowadzenie

Zaréwno materialy gumopodobne, jak i sama guma s3 osrodkami, w ktorych
moga powstawac duze deformacje sprezyste. Szukanie zwigzkoéw konstytutywnych
dla opisu spr¢zystego zachowania gumy trwa od poczatku lat 40. XIX wieku, tzn.
od momentu publikacji [1] i [2], az do dzi$. Opublikowane w ostatnich latach mono-
grafie oraz artykutly, jak np. [3-6], omawiajg modele 1 zwigzki konstytutywne, a takze
charakteryzujacy zakres ich stosowalnosci dla materiatow gumopodobnych. Zgod-
nie z wyprowadzong przez Mooneya i Rivlina teorig, materiaty gumopodobne mo-
delowane sa jak materiaty niescisliwe, dla ktorych funkcja energii odksztalcenia
zalezy od statych materiatowych oraz pierwszych dwéch niezmiennikdéw tensora
deformacji. Szczeg6lnym przypadkiem jest material neo-Hookeana. Nieliniowa
zalezno$¢ od niezmiennikéw tensora deformacji dla funkcji energii odksztalcenia
opisujaca materiat niescisliwy wprowadzit Zahorski [7]. Tak okre$lona zaleznosé
umozliwia opis sprezystego zachowania materiatow gumopodobnych w zakresie
duzych deformacji. Kolejnymi etapami na drodze tworzenia zwigzkow konstytu-
tywnych dla gumopodobnego materiatu i zarazem nowa jakoscia byto okreslenie
przez Blatza i Ko [8] oraz Levinsona i Burgessa [9] zaleznosci konstytutywnych
dla materiatow $cisliwych, ktore w przejsciach granicznych redukuja si¢ do kla-
sycznych materialow niescisliwych. Opublikowanie przez Ogdena [10] pracy na
temat $ci§liwego modelu gumopodobnego jest kolejnym krokiem na drodze znale-
zienia zwigzku konstytutywnego z malg iloécia statych, ktory bedzie mozliwie
dobrze modelowal materialy gumopodobne w pelnym zakresie deformacji.

1. Podstawowe zaleznosci

Rozwazamy deformacje:

X=X P =AXE K =4X0 (1)
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gdzie A, 4,, A, sg stalymi wspotczynnikami, ktore odpowiadaja wydtuzeniom.

Przyjmujemy, ze {x'} oraz {X“} sa pokrywajacymi sie kartezjanskimi uktadami
wspotrzednych. Dla deformacji (1) gradient odksztalcenia odpowiednio wynosi:

A

0 0
F={0 4 0 )
0 0 A4
Poniewaz warunek niesci§liwo$ci narzuca ograniczenie, ze 44,4, =1, zatem lewy
tensor odksztatcenia dla jednorodnego stanu odksztalcenia materiatu niescisliwego

jest rowny:

A0 0
B=[0 A4 0 (3)
0 0 A
a jego niezmienniki odpowiednio wynosza:
L=X+ 0+ 05 L=Wh+ W+ B L= ©)
Przyjmujemy do dalszych obliczen, ze:
1
=Aoraz L, =4 =— 5
Z h=h= )
Woéwczas mamy odpowiednio:
A 0 0 A0 0
1 1
F={0 — 0 ;B={0 — 0 6
71 7 ©
1 1
0 0 — 0 0 —
_ N7 RN
oraz niezmienniki
, 2 1
I, =4 +Z 12:2/1+? I;=1 (7)

Dla niesci$liwego hipersprezystego materiatu Zahorskiego potencjatl sprezysty
opisany jest zaleznoscia:
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W =G (1,-3)+Cy(1,-3)+ C(17 -9) (8)
gdzie C,, C,, C; sa stalymi.
Gdy C; =0, zaleznos¢ (8) przyjmuje postac:
W:C1(11—3)+C2(12—3) )

ktora przedstawia potencjat sprezysty Mooneya-Rivlina; natomiast gdy stata C, =0,
wowczas otrzymujemy potencjat sprezysty neo-Hookeana:

w=C(1,-3) (10)

Naprezenia Cauchy’ego na kierunkach osi gtéwnych niescisliwego hipersprezyste-
go materialu mozemy opisac nastgpujgcymi roOwnaniami:

ow ow

011—033=%a—/13£ "
0 0

Oy — 033 :%ﬁ_%ﬁ

Dla jednoosiowego wydluzenia w hipersprezystym materiale Zahorskiego w dal-
szych rozwazaniach uwzgledniamy warunek (11);, gdzie:

A‘Z—Zﬂcﬁwq(w LA+ 4C A (A + 22+ 1)

(12)
A;;_Z: 2G4 +2C, (A7 + A2 )+ 4C, 2 (42 + 22+ 7))
uwzgledniajac ponadto zaleznos¢ (5) i podstawiajac do (11);, otrzymamy:
, 1 1
01— 033 =2C1 A —Z —2C2 7-1 +
1 4 1
+4C; —?Jr/l +/1—7 = (13)

1 1 2
=2c1(/12 —z)—zc{?—szC{M M_?j
gdy oy, =0, mamy ostatecznie:

o, :(ﬂz—ﬂ(zq +2/%+%(,13 +2)J (14)
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2. Analiza numeryczna
State przyjeto zgodnie z [11], na podstawie [12]:
C,=6,278-10*Pa
C,=8,829-10° Pa
C,=6,867-10° Pa

Dla rozwazan uzyskanych w poprzednim rozdziale zamodelowano rozktad funkcji
o, (patrz (14)) dla nieliniowego materialu neo-Hookeana, Mooneya-Rivlina oraz

Zahorskiego (rys. 1).
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Rys. 1. Poréwnanie wynikow rozkladu funkcji naprezen o11 dla materiatu neo-Hookeana,
Mooneya-Rivlina i Zahorskiego

Whioski

Przeprowadzona analiza numeryczna wykazala, ze wraz ze zmiang przyjetego
do badan materiatu hipersprezystego nastepuje widoczna zmiana rozktadu funkcji
w analizowanym jednoosiowym stanie napr¢zen. Widoczne ilosciowe roznice
dotycza materiatu Zahorskiego, w ktérym warto$¢ naprezen na poziomie ~ 2 MPa
uzyskuje dla 4=250%, co odpowiada wydtuzeniu w neo-Hookeanie i materiale
Mooneya-Rivlina na poziomie 4 =400% .

Doktadne obliczenia sg dla A =400%, napr¢zenia o,, odpowiednio wynosza:

— w materiale neo-Hookeana oy; = 1,978 MPa,

— w materiale Mooneya-Rivlina oy, = 2,047 MPa,

— w materiale Zahorskiego o1, = 9,185 MPa.

Z powyzszego wynika, ze w jednoosiowym stanie naprezen nie ma istotnej réznicy
w warto$ciach o,; w materiale Mooneya-Rivlina i neo-Hookeana. Widoczna roz-
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nica dotyczy materialu Zahorskiego, dla ktorego napre¢zenia oy, sa ponad 4 razy
wicksze (dla 4 =400%) w stosunku do powszechnie stosowanych materialow
neo-Hookeana i Mooneya-Rivlina.
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Streszczenie

W pracy przeprowadzono obliczenia dla jednoosiowego rozciggania w hipersprezystym materiale
Zahorskiego. Uzyskane wyniki poréwnano graficznie z wartosciami dla powszechnie stosowanych
materialdw Mooneya-Rivlina oraz neo-Hookeana.

Uniaxial stress state in hyperelastic Zahorski, Mooney-Rivlin
and neo-Hooken material - a comparasion

Abstract

In this paper there are calculations for the uniaxial stretch in the hyperelastic Zahorski material.
Graphically the results obtained were compared with values for commonly used materials Mooney-
-Rivlin and neo-Hookean.



