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MODELE PRZEPLYWU CIEPLA W CIALACH STALYCH

Wstep

Podstawowym prawem wykorzystywanym podczas analizowania wielu prak-
tycznych problemow termomechaniki ciata statego oraz fizyki budowli [1-3] jest
prawo Fouriera [4], wigzace gesto$¢ strumienia ciepta z gradientem temperatury.
Zestawione razem z réwnaniem bilansu energii w postaci rdézniczkowej tworzy
model fizyczny przewodzenia ciepla w cialach statych, w postaci rownania czast-
kowego, parabolicznego. W wielu przypadkach, ze wzgledu na duze gradienty
temperatury, relatywnie krotki czas trwania nagrzewania oraz ekstremalnie duza
gestos$¢ strumienia ciepta prawo Fouriera zawodzi i nalezy je zmodyfikowac.

Predkos¢ propagacji fal temperatury w wielu jednorodnych i niejednorodnych
materiatach jest skoficzona, co jest sprzeczne z zalozeniem przyjetym przez Fourie-
ra. Modyfikacja tego prawa polega na wprowadzeniu relaksacji wektora gestosci
strumienia ciepla lub retardacji gradientu temperatury.

Warto$ci czasu relaksacji mieszczg sic w przedziale od 1028s do 10%2s dla
materiatéw jednorodnych oraz od 102 s do 10° s dla materiatéw niejednorodnych.

Wprowadzenie czasu relaksacji prowadzi do hiperbolicznego rownania réznicz-
kowego przewodzenia ciepta co zostato zaproponowane niezaleznie przez Cattaneo
[5] oraz Vernotte [6]. Przyktad praktycznego zastosowania tego modelu mozna
znalez¢ w pracach [7-9].

Natomiast czas retardacji (op6znienia) uzalezniony jest od czasu relaksacji oraz
wspotczynnikow przewodnosci. Opierajac si¢ na doswiadczeniu wyniesionym Z ana-
lizy propagacji fal w ptynach D.D. Joseph oraz L. Preziosi zaproponowali model
[10] w postaci rownania rézniczkowego czastkowego typu Jeffreysa.

W pracy [11] zaprezentowano ujednolicong teori¢ taczaca wszystkie trzy modele.

Prezentowany artykut jest praca przegladows.

1. Model Fouriera

Rozpatrujac makroskopowe kontinuum materiatowe, Fourier zaproponowat
fenomenologiczny model dany réwnaniem
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q=-KkVT 1)

gdzie k jest tensorem przewodno$ci cieplnej, q jest gesto$cig strumienia ciepta,
a T oznacza temperature.

Podstawienie rownania (1) do rdbwnania bilansu energii (2) oraz uwzglednienie
wewnetrznych zrodet ciepta

dT Jdq
—+2L=0 2
pcat+ax (2)

prowadzi do parabolicznego rownania rézniczkowego nieustalonego przewodzenia
ciepta zwanego rownaniem Fouriera-Kirchhoffa

aoT
V-kVT+Q=ch 3

gdzie Q oznacza wewngtrzne zrodto ciepta, p - gestosé, a ¢ - ciepto whasciwe.
Dla r6znych, specjalnych warunkéw, réwnanie (3) moze przybiera¢ rozne for-
my. Wprowadzajac dyfuzyjnos¢ termiczng lub inaczej wspolczynnik wyréwnywa-
nia temperatury
a=—
pc
mozna otrzyma¢ rownanie Fouriera-Biota dla materialu izotropowego ze stalymi
wlasciwos$ciami termofizycznymi
Q 10T

ZT - 4
VAT 4o = —— 4)

Brak wewnetrznych zrédet ciepta oraz stalty wspotczynnik przewodnosci cieplnej

prowadzi do rownania rézniczkowego Fouriera
10T

Caodt

2

(5)

Z kolei przy ustalonym przewodzeniu ciepta i stalym wspotczynniku przewodnosci
cieplnej otrzymujemy réwnanie rézniczkowe Poissona

VZTlg_ 6

a przy ustalonym przewodzeniu ciepta oraz braku wewnetrznych zrodet ciepta
roOwnanie rézniczkowe Laplace’a

V2T =0 ©)

Réwnania (1-7) mozna znalez¢ w obszernej literaturze dotyczacej wymiany ciepta
[12, 13].
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2. Model Cattaneo

Z powodu na anomalie zwigzane z modelem Fouriera oraz wystgpowanie skon-
czonej predkosci rozchodzenia si¢ ciepta wprowadzony zostal model, w ktorym
uwzgledniono relaksacje gestosci strumienia ciepta

dq
= _q—kVT 8
T q—k 8

gdzie 7 oznacza czas relaksacji (Cattaneo pierwotnie odkryt ten model dla gazow).

Podstawienie réwnania (8) do rownania bilansu energii (2) prowadzi do hiperbo-
licznego réwnania rézniczkowego przewodzenia ciepta

0°T 0°T oT

—_ — k— —=0 9
P T gz TPy ©)

Wprowadzajac predkos$¢ propagacji temperatury

k
r = TpC
rownanie (9) mozna zapisac
2 2

0°T ,0°T 10T (10)

— — it ——=
a2t " 9%x ' tot
Uwzgledniajac istnienie wewnetrznych zrodetl ciepta rownanie przewodzenia

ciepta przybiera postac

0%T(x,t) 0T (x,t)
T 3%; + 5% (11)

1
V2T (x,t) + T Qx, )+t

0Q(x, )| 1
at ]_E

Gdy czas relaksacji 7 dazy do zera z rownania (11) otrzymujemy rownanie
Fouriera-Biota (3).

3. Model typu Jeffreysa

Pierwotnie model Jeffreysa zostat wprowadzony w celu badania rozchodzenia
si¢ fal w plaszczu Ziemi. Zjawisko to zostato opisane rownaniem

, ay

gdzie o oznacza tensor napre¢zenia, y tensor predkosci $cinania, 1y wspotczynnik
lepkosci przy zerowym $cinaniu, A, czas relaksacji, a 1, czas op6znienia.
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Roéwnanie (12) zostato zaadaptowane przez Josepha i Preziosi do zagadnien zwig-
zanych z przepltywem ciepta [10] i zapisane w postaci

dq d(VT)
+7—=—-k|VT+K—— 13
17 "¢ [ ot (13)
gdzie
Tk
K=—-
k
jest czasem opodznienia, k; wspoétczynnikiem efektywnej przewodnosci cieplnej
(Fouriera), k, wspotczynnikiem przewodnosci Cattaneo, a k = kq + k.

Roéwnanie (13) czesto przedstawiane jest w postaci catkowe;j
ky, (£ =(t=s)
q=—k,VT(x,t) — - f e t© VT(xs)ds (14)

Podstawiajac rownanie (13) do réwnania (2) oraz uwzglgdniajac wewnetrzne zro-
dta ciepta otrzymujemy réwnanie przewodzenia ciepta dla modelu Jeffreysa

1 92T 19T Q( t)
e tom = VAT Ko (va)+ [Q(x )+ (15)

4. Model potaczony C- i F-procesu

Kolejny model przedstawia liniowa kombinacj¢ modelu Fouriera i modelu Cat-
taneo. Podstawowym zatozeniem jest rownoczesne wystepowanie szybkiego pro-
cesu opartego na rownaniu (1) oraz wolnego procesu zwigzanego z rownaniem (8).
Model ten jest generalizacjg rozwazan prowadzonych w poprzednich punktach.
Rownania wigzace gesto$¢ strumienia ciepta oraz temperatur¢ majg nastgpujgca
postac:

qQr = —kpVT = —F;kVT (16)

d
qc +7 ;tc = —kcVT = —(1 — Fp)kVT (17)
q=¢qr+qc (18)

Indeksy F i C przy wspotczynniku przewodnosci oraz przy wektorze gestosci
strumienia ciepta odwotuja si¢ odpowiednio do modelu Fouriera z nieskonczong
predkoscia propagacji fal i modelu Cattaneo, zachodzacych jednocze$nie. Wpro-
wadzona zostala réwniez liczba modelowa Fr € [0,1]. Mozna zauwazy¢, ze dla

€ [0,1] otrzymujemy model Jeffreysa, dla Fr = 1 model Fouriera, natomiast
dla Fr = 0 rownania redukujg si¢ do modelu Cattaneo.
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ke

Fr=—-+t
T ke + ke

(19)

Podstawiajac rownania (16)-(18) do rownania (2) otrzymujemy uogélnione réwna-
nie przewodzenia ciepta

Lo 10T vor o 2 wery+ oo + 229 gy
202t @t LT k|00 T

Podsumowanie

Przedstawione rozwazania wraz z zestawionymi rdéwnaniami daja wglad w nowo-
czesne modele wykorzystywane w badaniach nad wptywem predkosci propagacji
fal ciepta na rozktad temperatury w ciatach statych.
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Streszczenie

W pracy przedstawiono modele przeplywu ciepta w ciatach statych w zaleznosci od predkosci
propagacji fal ciepta, ktadac nacisk na praktyczne wykorzystanie rownan opisujacych przedstawione
zagadnienie. Praca ma charakter przegladowy.
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Models of heat conduction in solids

Abstract

The paper presents a model of heat transfer in solids, depending on the propagation speed of thermal
waves, with an emphasis on the practical use of the equations governing the presented issue. Work
is a review.



