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ZASTOSOWANTE METODY BOXA-WILSONA
DO BADAN PROCESU FLOTACJI

Zadanlie eksperymentatora to wszechstronne przebadanie, tak
mechanizmi procesu, Jjak i wlasnosci substanc]i. Opierajgc sie
na rezultatach takich badan, moZna przedstawié teorig procesu,
za pomocg ktérej bedg rozwigzywane zagadnienia optymizacji,
¢zyli podanie takich warunkdéw procesu, ktére zapewnig maksymal-
ny uzysk, zawarto$é metalu itp. Badanie tego rodzaju bardzo
rzadko znajduje zastosowanie przy rozwigzywaniu zadan techno-
logicznych, poniewasz procesy te sg zloZone i1 tym samym trudne
do teoretycznego opracowania. W wiekszosScl przypadkéw zagad-
nienia te rozwigzuje si¢ eksperymentalnie, przy niepeine]j zna=-
jomosel mechanizmu procesu, a zadaniem eksperymentatora Jjest
jedynie dojécie do warunkéw optymalnych [1].

Rezultat danego procesu oceniamy zZwykle jakims jednym,
technologicznie uzasadnionym wskaznikiem. Dla reakcji chemicg—
nej moZe to byé procentowa zawarto$é produktu, dla procesu
flotacji uzysk, procentowa zawartosé metalu, cena produktu i
in, Ten parametr oceniajgcy proces, w dalsze] czgsSei pracy
Jjest nazywany wskaZnikiem jakosci procesu i oznaczamy go przez
Yo Jego geometryczne przedstawienie nazywamy powierzchnls ja-
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ko&cl procesu, zmienne Parametry nazywamy czynnikami i ozna-
Czamy przez X;.

Badanie prowadzi sig dla znalezienisa zwigzku miedzy czynni-
kami, a wskaZnikiem jakodei Procesu abstrahujgac od elementar-
nych proceséw zachodzgceych w obiekcie, Jest to nowe podejscie
2z dziedziny automatyki i cybernetykl i pozwala optymizowad
zZoZone systemy, ktére dawniej rozpatrywato sie tylko intuicy}
nie,

W Jezyku automatyki zadanie przedstawia sie nastepujacotg
mamy do czynienia z ukZadem o nastepujgcym schemacie blokowym

" wielkosci ? ] wielkosé
we jéciowe | obiekt wyjsciowa
(parametry - *x badany Y (wskasnik
ezynniki) proces Jako$ei procesu)

Zadanie polega na wyznaczeniu i dobraniu takiego zespolu wiel-
kosci wejdciowych Xyy XpgeeeyXy obiektu, ktére odpowiadaja
punktowi maksimum wielkosci wyjéciowe] y(x1x2...xk) = max
czyli znalezieniu optymalnych wielkogci parametréw, Szukanie
optimum moZna prowadzié metodg tradycyjng, ktéra jest na je
Prostszg formg szukania zorganizowanego lub metodsg gradientu.

Iradycyjna metoda szukania optimum polega na maksymalizacji
¥y 2ze wzgledu na X, a nastepnie na X, itd. Po zakoriczeniu
cyklu maksymalizacji ze wzgledu na wszystkie zmienne, powtdr—
nie ze wzgledu na x, naste¢pnie X, itd. 2% do uzyskania op-
timum, '

Szukanie metodg gradientu polega na pomiarze sktadowych
gradientu w punkcie poczgtkowym (rys. 4 punkt 0) a nastepnie
na wykonaniu kroku roboczego o kierunku okreslonym przez gra-—
dient. Po znalezieniu sie w nowym punkcie, ponownie okredla
si¢ gradient i wykonuje nastepny krok roboczy.

Dla poréwnania obu metod na rys. 1 przedstawiono graficz-
nie szukanie optimum dla najprostszego uktadu dwu zmiennych
Xy i X, dwoma metodami, Tradycyjnie Prowadzone badanie (li-
nia przerywana) polega na ustaleniu Jedne] zmienne] Xy i wy—
konywaniu doé$wiadczeri (oznaczonych czarnymi punktami) przy
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RyS. 1

réZnych wartosciach Xge Po doj$ciu do punktu P nastepne do-
$wiadczenie wykazuje spadek y wskazZnika Jjakosci procesu. Dla-
tego nastepne serie doswiadczerd prowadzimy od punktu P zmie-
nla jge xy Pprzy state]j wartosci x2’ do przekroczenia punktu
Q, nastepnie do punktu R itd.

Metodg gradientu, linia ciggia poléga na znalezieniu nor—
malnej do krzywej w punkcie 0O, Normalna ta Jest kierunkiem
gradientu czyli jest droga najkrétszg do optimum, Po wyznacze-
niu tego kierunku prowadzimy doé$wiadczenia na tej linii, a2z do
przekroczenia punktu Q. W punkcie Q niezbedne bedzie wyko-
nanie nowej serii dosdwiadczed dla uzyskania nowego klerunku.

Zastosowanie przez Boxa czynunikowego planowania doswiadczeh
pozwolito obnizyé iloéé préb do minimum uzyskujge sktadowe gra—
dientu. Poréwnanie wymienionych metod prowadzenia badan nasuwa
wniosek, Ze najlepszg strategig prowadzenia badan bedzie po-
dej$cie "krokami®" po linii gradientu, a naste¢pnie przeprowa~
dzenie duzej serii dos$wiadczen dla opisania obszaru optimum
réwnaniami regresji drugiego a nawet trzeciego rzedu. Przy ta-
kiej strategii prowauzenia badari, w te] czesci powierzchni ja-
koSci procesu, ktéra Jjest najbardzie] interesujgca dla ekspe-
rymentatora (obszar optimum) wystepuje najwicksze zageszezenie
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doswiadczend, a dojscie do niej nastepuje najkrétsza drogg, przy
minimalne] ilosdci dodwiadezeh.

Matematyczne podstawy metody poda* Box i Wilson [2]. Zasto—
sowanie metody do planowania laboratoryjnych préb flotacji po~
dat Mitrofanow [3] i inni [4], [5]. Dla wyjadnienia idei meto=
dy, zastosowano interpretacje graficzng [4]. Rozpatrzymy przy-
k¥ad doswiadczenia dwuczynnikowego. Mamy do czynienia z ukla-
dem tréjwymiarowym i interpretacja powierzchni jakoscli procesu
Jest faktyczna. Rozpatrujemy uklad X9 Xoy ¥ gdzies Xqy Xp
5§ parametrami zmiennymi, y - Jest wskaZnikiem jakogci pro-
cesu.

Rys. 2

Rozpatrujac proces flotacji rudy miedzi przy stalej ilosci
2-merkaptobenzotiazolu jako zbieracza, szukamy optymalnego
zutycia +terpineolu (x1) oraz optymalnej wartosci pH (x2), 223
wskazZnik Jjakos$ci procesu bierzemy uzysk. Zaleznos$é uzysku od
PH i ilosdei terpineolu nie jest znanag w ukadzie wspdirzed-
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nych tréjwymiarowych przedstawia powierzchnig (rys. 2), ktéra
ogélnie moZemy zapisaé wyraseniem

y= f(x1, xa) (1)

gdzie: £ jest funkcjg ciaglsg nie posiadajacs punktéw osobli-
wych. Na powierzchni (1) obieramy punkt 0 o wspéirzednych
(x1)0 i (x2)0 (co uwidoczniono na ryse. 2 i 3) i przenosimy
wspdirzedne uktadu do tego punktu.,

Nowe osie wspéirzednych prowadzimy réwnolegle do starych,
zmieniajgc skaleg, co wyrazi sie¢ réwnaniem:

x,~(x,)0 Xo=(x,)
1 4 5 - 2 2’0
X1 = S1 1 KE = 52 (2)

gdzie! s oznacza ja wspbiczynniki skali,.
Maly skrawek powierzchni w otoczeniu punktu 0 moZemy okre-
§1ié ptaszezyzng o réwnaniu:

¥y = f(x1, x,) =a, + ayxy + azxzﬂ}ﬂ‘.. (3)

o]

Réwnanie to otrzymujemy rozklada jgc funkcje (1) w szereg Tay-
lora i biorgec jedynie Jego pierwsze czlony.

Praktycznie wybdr punktu 0 na plaszezyzZnie (1) jest to
zaplanowanie doswiadczenia, ktére bedzie Srednig w pierwszej
serii doswiadczer i dale] bedzie nazywane dodwiadczeniem ba~
zowynm lub poziomem zerowym. Dobranie wspdtczynnikéw skali
praktycznie jest dobraniem wielkodci o jakg bedzie sie zmie~
niaz parametr, ktérag to wielko$é nazwano jednostka zmicnnodei.

W naszym przypadku planujemy doswiadczenie bazowe biorayc:
zusycie terpineolu (x1)o = 62,5 g/t oraz pH - (x2)o = 7,5
(z danych technologicznych jestedmy pewni, %Ze w tych warunkach
zachodzi Jjuz proces flotacji), nastepnie ustalamy jednostke
zmiennosci parametréw sy = 12,5 g/t, s, = 0,5 czyli w plano-
waneJ serii doswiadczen bedziemy zmiemiadé stezenie terpineolu
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dajgc albo 75 g/t albo 50 &/t DPH bedzie przyjmowato wartodd
albo 7 albo 8. Dla otrzymania danych do réwnania (3) w punk-—
cie 0 symetrycznie planu jemy doswiadczenia, to jest tak aby
suma dodatnich odchylen od doswiadczenia bazowego réwnata sie
sumie odchyledi ujemnych. Wtedy Axk = 0, a poniewas we wspéi-
rzednych X1, X2 posiadamy skaleg, ktérej jednostka Jest jed~
nostkg zmiennosci danego parametru, to kaZdy z parametréw w
nowych wspéirzednych przyjmuje wartoseci albo (+1) albvo (-1),
Mz jge do czynienia z dwoma zmiennymi na dwu poziomach, wyko-
rzystujemy peing ilodé ich kombinacji tj. cztery. Dane ukZae
damy w tablice (dla ilustracji przedstawiono na TYSe 3)o

(%), 4_
xY
Tablica 1
X1 X2 Yy
Doswiadczenie I -1 -1 vr
n IT | # ~1 Y1
n IIT | -1 +1 Y11
" v # +1 Y1y
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W tablicy 1 podano parametry w ukiadzie X1X2 - jest to uw
k%ad bezwymiarowy, warunki eksperymentéw musimy podaé w ukZa-
dzie Xy = zusycie terpineolu g/t, X, pH metéw, zatem nalezy
postuzyé sie réwnaniem (2), wtedy warunki pierwszego doswiad-—
czenia hedg nastepujaces

Xty ™ (x4)g + X484 = 62,5 + (~1) 12,5 = 50 X, - z tablicy 1

xaI = (x2)o + Xp8p = 745 + (=1) 0,5 =7

W taki sam sposéb obliczamy warunki pozostalych doswiadezed

x1 = 75, X2 = 7’ x1 = 50, x2 = 8
IT IT IIT III

Po zrealizowaniu tak zaplanowanych doswiadczen moZemy prazy-—
stgpié do odbliczenia wspélczynnikéw piaszczyzny aproksymujgce]
wybrany skrawek powierzchni jakoscl procesu.

Gdy aproksymacja powierzchni 41 piaszczyzng (3) jest pra~
widtowa wspdtczynniki &, W réwnaniu (3) moZna obliczyé me-
todg minimalizacji kwadratowych odchyled, otrzymujgc nastepu—
Jace wzory:

ZX,y ZX,¥
_E s i I 2 i
oty MTZE 2T GE ®

Dla znalezienia Xkyk nalezy wynik katdego doswiadczenia po-
mnozyé przez wartosé A z tabliey 1.

Wyliczenie zx? wymaga podniesienia do kwadratu wielkosdei
xk, a poniewagz kazdy kwadrat réwna sie¢ jednosci, to 1ich suma
bedzie rédwna ilofci dodwiadczed N, czyli otrzymamy wzory:

8 = §Z3 8y = §Ixngy % = gy, 5
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po podstawieniu wielkosci x 2z tablicy 1 otrzymamy:
a, = % {(+1? e ¥y + (#1) o ypp + (#1) o yppp + (H1) o ypy }
a, =£-{(-1) e yp + (#1) o ypp + (=1) ¢ yppp + (#1) o yIv} (6)
a, = % {(-1) « ¥+ (=1) » Y1 + (+1) » Yo *+ (+1) Yy }
Poniewas zrealizowane dosdwiadczenia daty nastepujgce wynliki

¥y = 5242 ypp = 5248 ypyp = 5492 yyy = 6441

to odpowiadajgce im wspbSiczynniki obliczone wg wzoru (6) wy-
niosg!

Cbliczone wspédlczynniki ay i a, réwnajg sie pochodnym
czgotlowym funkeji (3)

V?=%?i+£x—9;j=a1i+a2;j (7

i,J - wektory Jednostkowe osi
i z tym wickszg doktadnoscia okredlaja.gradient powierzcéhni
(1) im mniejszg jednostke zmiennoséci parametréw zastosu jemy,
jednek nale2y zaznesczydé, e zbyt mata zmiana parametréw moze
daé efekt mieszczgcy sie w granicach bteddédw pomiarowych.
Jezeli terzz przeprowadzimy serie dodwiadczen idge "krokae
mi®* (okredélonymi rdéwnoscig Xy = 8484 Xp = 3252) w kierunku
gradientu osiggniemy punkt P rys. 3, gdzie bedzie konlieczne
przeprowadzenie nastgpne] serii eksperymentdw koniecznych dla
uzyskania nowego kierunku,.
Obliczony "krok" dla naszego przykiadus

e

3151 = 5,45 . 12,5 = 68’1 3232 = 3,33 . 0’5 = 1’66



¢zyli warunki nastepnego dodwiadczenia wyniosa:
x1 = (x1)o + 3151 = 62,5 + 68,1 = 130 3/1;

x2 = (12)0 + a282 = 7,5 L 1,66 = 9,1

dJak to wynika z przyktadu przytoczonego niZej sg one bliskie
warunkom optymalnym.

Dla wyjasnienia toku prostych obliczeh i zapiséw metody gra-
dientu podamy przyklad flotacji rudy miedzi przytoczony po-
przednio, Jjednak przy trzech czynnikach zmiennych

Xy - zutycie 2-merkaptobenzotiazolu w g/t
Xy = n terpineolu w g/t
Xy = wartosdé pH metéw

W plerwszej kolejnosci wyplsujemy badane parametry i okre-
$lamy warunki doswiadeczenia bazowego czyli stopien podstawowy.,
Po ustaleniu jednostki zmiennodci poszczegdélnych parametréw,
przez dodanie jej do stopnia podstawowego otrzymujemy stopien
gérny, przez odjecie zad stopienn dolny. Ukladamy macierz pla-—
nowania dos$wiadczeri, do tablicy wpisujgc dla skrécenia (+)
lub (-) zamiast (+1) lub (~1). Wszystkie wielkosSci zbieramy
w tablice.

Po wykonaniu dodéwiadczerr wg tablicy 2 rezultaty dodwiadczen
wpisujemy przy numerach poszczegélnych eksperymentdéw, nastgp=
nie obliczamy wspéiczynniki &, Wg wzordw

PX

aoa—ﬁzb‘:s?,g
Zx
1°E

a1= n =2,1

Xoe
= -2t o8
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Tablica 2

Wekafniki ‘;/BE ’;7?' pH
Stopied podstawowy 125 62,5 745
Jedn. zmiennosci s, 25 1245 0,5
Poziom wyiszy (+) 150 75 8
" nigazy (=) 100 50 7
Doswiadczenlie 4 + % + 68,8
" 2 + + - 65,0
" 3 + - + 55,4
n 4 + - - 50,7
" 5 - + + 6441
" 6 - + - 52,8
" 7 - - + 5442
" 8 - - - 52,2

oraz obliczamy "krok roboczy" 2,8, biorge s, z tablicy 2

3151 = 52,5

85

3383

82=60

= 1,“'

Po dodaniu obliczonego kroku do stopnia podstawowego (ta~
blica 2) otrzymujemy warunki do realizacji dalszych doswiad-
czehi, Wszystkie dane zbieramy w tabliceg 3.

Jek wynika z tablicy 3 w tym wypadku za pomocg Jednego kro-—
¥u otrzymalismy wynik le2gcy w obszarze optimum. W dalsze]
czedoi dodwiadozer nalesy dokladnie przebadaé poszezegélne
czynniki dla zlokallizowania tego obszaru.

Tdea metody Boxa i1 Wilsona polega na postugiwaniu sig tzw.
drobnymi replikami od pelnego doswiadczenla czynnikowego co
wyjasnimy na przykladzie, JeZeli chcemy otrzymaé liniowe przy-
blizenie powierzchni uzyskéw przy czterech czynnikach to wy-
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Tablica 3

4 . . MBT terp.
Wskazniki oy /4 pH %
Wspétczynnik ay 2,1 4e8 | 2,7
Krok roboczy &, . Sy 52,5 60 1,4
Obliczone warunki
dos$wiadczenia 177 122,5 8,9
Warunki doswiadcz.
zrealizowane 175 120 9,0 90,4
Tablica &
DET Na,C0,| terp. czas
Warunki 2773 %
g/t kg/t &/t :ﬁ:ﬂd
Stopieri podstaw. 50 0,45 120 20
Jedn. zmiennosei 10 0,5 30 5
Stopiehd gbérny 60 1 150 25
Stopieri dolny 40 0 90 15
Doéwiadczenie 1 - - - - 69,10
n 2 + — + L 74’91
" 3 - - + + 70,98
n 4 - + - + 83,81
" 6 4o - — -+ 76,46
" 7 s + + - 80,25
" 8 + + + 84,94
Wspétezynniki a 0,71 4y74 0,13| 1,87 :
Krok roboeczy
fy o8y 791 2,38 | 3,9 [ 11,2
Warunkl doswiad-
czenia obliczone 57,1 2,88 {123,9 | 31,2
Warunki doswiade
czenia realizow. 60 3 125 30 86,89




starczy w macierzy 23 zastgpié wspbitdziatanie trzech czynni~-
kéw, czwartym badanym. W tablicy 4 podano planowanie oraz wy-
niki préb flotacji rudy miedzi przy czterech zmiennych czynni-
kach:

X, = zugycie dwufenylotiomocznika g/t
x, - Ca0 kg/t

X4 - terpineol g/%

X, - czas mielenia min.

dJak widaé z tablicy 4 poziomy czynnika X, ustalono przegz
pomnozenie pozioméw Xy o Xy o Xqgy otrzymujgc kierunek gra-
dientu wystarczajgco doktadny do okre$lenia obszaru optymal-
nego, przy dwukrotnie mniejszej liczbie préb, niz dla pelnego
doswiadczenia czynnikowego, ktére wymagaloby 24 doswiadcgzeni.
Obszar optimum wymaga oczywiscie jeszcze przebadania dla usta-
lenia uzysku, ktéry jest maksymalny dla danej rudy.
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