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Pawet NOWAK'

TEORIA FRAKTALI - NOWY SPOSOB OPISU OBIEKTOW
GEOMETRYCZNIE NIEREGULARNYCH

Teoria fraktali jest dzialem geometrii zajmujacym sie opisem obiektéw, ktére
wykazuja nieregularnosci przy dowolnie duzym powiekszeniu i w zwiazku z tym nie
moga by¢ przedstawione przy pomocy odcinkéw, plaszczyzn, bryt geometrycznych.
Wspdlna cecha fraktali jest wlasno$é¢ wewnetrznego podoblienstwa, a wielkoscia
charakterystyczna jest tak zwany wymiar fraktalny, ktéry jest najczesciej liczba,
ulamkowa. W fizyce i chemii teoria fraktali znalazla zastosowanie do opisu takich
obiektéw 1 zjawisk, Jjak powierzchnie chropowate, ciala silnie rozdrobnione,
agregacja, turbulencja. W artykule przedstawiono pokrétce podstawy teorii
fraktali, a takze mozliwosci Jjej =zastosowania do opisu proceséw przeroébki
mineratdw.

1. WPROWADZENIE .

Przytlaczajaca wiekszo$¢ obiektéw wystepujacych w przyrodzie i technice wykazuje
znaczna nieregularnoé¢ geometryczna. Nawet tak pozornie gtadkie obiekty jak
powierzchnia szyby, czy ostrze zyletki ogladane pod mikroskopem o dostatecznie duzym
powiekszeniu ukazuja niewidoczne golym okiem nieréwnosci. Pomimo tego do opisu
rzeczywistych obiektéw stosowano dotychczas proste modele geometryczne, Jak
plaszczyzna, kula, szescian. Postepowanie takie jest dopuszczalne, gdy nierownosci
powierzchni danego obiektu sa 2znikomo mate w poréwnaniu z samym obiektem lub
charakterystycznym wymiarem geometrycznym procesu -zachodzacego na jego powierzchni (na
przyklad gruboscia warstwy dyfuzyjnej). Jes$li na przyktad badamy opadanie w cieczy
obiektu o wymiarach centymetrowych) to nieuwzglednienie mikronowych nieréwnosci
powierzchni w opisie zjawiska nie spowoduje znaczacego bledu. Jesli Jjednak opisywany
obiekt ma wymiar kilkudziesieciu mikrometréw’to taka sama chropowatos¢ powierzchni moze
W istotny sposéb zmieni¢ przebieg procesu.

Pierwsze proby matematycznego opisu obiektow wykazujacych silne nieregularnosci
pojawily sie Juz w drugiej polowie XIX wieku, ale dopiero teoria fraktali, ktéra
powstata w latach siedemdziesiatych obecnego wieku gtéwnie dzieki pracom Mandelbrota
(1} stworzyla odpowiednie podstawy teoretyczne. Lata osiemdziesiate to okres rosnacego
zainteresowania zastosowaniem teorii fraktali do opisu uktadéw wystepujacych w
przyrodzie i technice - na poczatku lat osiemdziesiatych liczba prac, w. ktoérych
geometrie fraktalng zastosowano do opisu zjawisk fizycznych’nie przekraczata kilkunastu

rocznie - obecnie dochodzi do tysiaca (2).
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Opis geometrycznej nieréwnomiernosci oraz fizycznej 1 chemiczne) niejednorodnosci
materialéw Jjest w teorii proceséw przerébezych zagadnieniem niezwykle istotnym.
Mineraly w procesach przerébczych rzadko wystepuja w postaci duzych i1 homogenicznych
pod wzgledem skladu monokrysztaléw. 2Zwtaszcza obecnie, gdy zachodzi koniecznos$é
przerobu coraz bardziej ubogich rud, technolog ma zwykle do czynienia z ruda skladajaca
sie z wielu mineraléw w stanie silnego rozdrobnienia. Jedna z pierwszych operacji
technologicznych w procesie przerobki Jjest zwykle mielenie - w jego wyniku otrzymuje
sie zazwyczaj material polidyspersyjny, o wysoce nieregularnym ksztalcie ziaren
odznaczajacych sie duza chropowatoscia i niehomogenicznoscia. Przerébka rud jest wiec
niezwykle wdziecznym polem do zastosowania teorii fraktali. Niestety, w literaturze z
tej dziedziny brak jest prac, w ktérych zastosowano by teorie fraktali do opisu ukladow
wystepujacych w przeroébce rud.

W prezentowanym artykule oméwiono podstawy geometrii fraktalnej oraz, na podstawie
przykladéw zaczerpnietych 2z zakresu chemii fizycznej’ przedstawiono mozliwosci

zastosowania teorii fraktali w opisie procesow przerobki kopalin.

2. CO TO SA FRAKTALE?

Na rysunku 1 przedstawiona Jjest konstrukcja Jjednego z najbardziej znanych
fraktali, tzw krzywej von Kocha. Konstrukcje rozpoczyna sie od inicjatora (rys. 1la),
ktérym jest tutaj odcinek prostej. Nastepnie inicjator zastepuje sie generatorem (rys.
1b). Generator sklada sie roéwniez z odcinkéw prostej - w nastepnym kroku (rys. 1c)
kazdy z odcinkéw sktadowych generatora zastepuje sie takim samym co do ksztattu, ale
odpowiednio pomniejszonym generatorem. Przeprowadzajgc takie postepowanie nieskonczenie
wiele razy otrzymuje sie fraktal - oczywiscie w praktyce nie mozna przeprowadzi¢
nieskoniczenie wielu krokéw postepowania, wszystkie przedstawione na rysunku 1 obiekty
sa lamanymi i stanowia jedynie kolejne przyblizenia fraktalu. W procesie konstrukeji
fraktalu przedstawionego na rysunku 1 na kazdym kroku odcinek o dlugogci jednostkowej
zastepuje sie odcinkiem o dlugosci 4/3. Jesli wiec dlugos¢ inicjatora przyjmiemy za
jednostke, to w kolejnych krokach konstrukcji otrzymamy lamane -o dlugosci: 4/3, 16/9,
64/27, 256/81........... Po nieskonczenie wielu krokach diugosé krzywej bedzie
nieskonczenie wielka. Jesli po dowolnym stopniu konstrukcji wybierzemy dwa - punkty
lezace na Jjednym odcinku (punkty X i Y na rysunku 1),to po wykonaniu pewnej ilosci
dodatkowych krokoéw punkty nie b;di juz lezaty na tych samych odcinkach - nie jest wiec
mozliwe przeprowadzenie stycznej do zadnego punktu na krzywej,co oznacza, 2e krzywa nie
ma w-zadnym punkcie pochodnej.

Krzywa von Kocha jest fraktalem liniowym - jej inicjator jest. obiektem
Jjednowymiarowym. Przykiad fraktalu powierzchniowego przedstawiono na rysunku 2+
Inicjatorem jest tu kwadrat (obiekt dwuwymiarowy). Konstrukcja przebiega w ten sposéb,
se kwadrat dziell sie na 9 kwadratéw o boku 1/3 (bok duzego kwadratu przyjmuje sie za
jednostke) i "wycina sie" srodkowg, czesc. Pozostale 8 kwadratéw dzielil sie znéw, kazdy
na 9 czesci 1 z kazdego "wycina sie" srodek. Po nieskoniczenie wielu takich krokach

otrzymuje sie fraktal o nazwie dywan Sierpifnskiego - rysunek 2 przedstawia figure
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Rys. 1. Kolejne przyblizenia krzywej von Kocha od stopnia 1 (1a) do 6 (1f)..
Fig. 1. Consecutive approximations of the von Koch curve construction from the first

(1a) to the sixth step (1f)
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Dywan Sierpinskiego - konstrukcja zakornczona po czterech pierwszych

2.

krokach

Fig. 2. Sierpinski’s carpet - the construction finished after the first four steps

Rys. 3. Gabka Mengera -~ konstrukcja zakonczona po trzech pierwszych krokach
3}

Fig. 3. Menger’s sponge - the construction finished after the first three steps
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bgdgca czwartym krokiem konstrukcji fraktalu. Po kolejnych krokach konstrukeji
powierzchnia figury wynosi (powierzchnig poczatkowego kwadratu przyjmuje sie za 1):
8/9, 64/81, 512/729..... Po nieskoriczenie wielu krokach otrzymuje sie powlerzchnig
réwng zeru. Czy oznacza to jednak, ze omawlany fraktal jest tworem liniowym o wymiarze
1? Dla prostych obiektéw geometrii euklidesowej takich jak krzywe, figury, bryly mozna
zwykle bez trudu okresli¢ wymiar obiektu w sposéb intuicyjny. Dla przedstavionego
obiektu nie jest to takie proste. W celu wyznaczenia wymiaru dywanu Sierpinskiego mozna
postuzy¢ sie nastepujacym rozumowaniem. Dla prostych obiektéw euklidesowych zawartosé
obiektu (diugos¢, powierzchnia lub objetos¢) =zalezy od wymiaru obiektu w sposéb
wykladniczy:

c = axd 1

gdzie C to zawartos¢ zbioru, L to . jego miara liniowa ($rednica), a d to wymiar
topologiczny. Na przyktad: dla okregu A= TI, dla kola A=ll/4, a dla szescianu A=1. Jesli
wiec grednice zbioru powiekszymy f-krotnie, to jego zawartogé zwiekszy sie

d

C =A% (£7L) F=argdap Ferec (2)

fd krotnielco mozna roéwniez wyrazié¢ wzorem:
d=log(Cf/C)/log(f) (3)

Zbior przédstawiony na rys. 2 (a raczej to, co powstaloby po nieskonhczenie wielu
krokach konstrukcji) mozna podzielié¢ na 8 identycznych czesci (na przyklad czesé
odci§ta na rysunku 2 linig kreskowan%) o boku réwnym 1/3. Po trzykrotnym powigkszeniu
srednicy zbioru kazda z tych czgscl staje sie identyczna ze zbiorem wyjsciowym. Na mocy

wzoru (3) otrzymujemy wiec:
D=log(k)/log(f)=log(8)/log(3)=1,892..... (4)

co oznacza, ze tak wyznaczony wymiar. zbioru jest liczbg ulamkows. Nalezy tu podkreslie,
ze zgodnie z topologiczna definicja wymiaru jest on zawsze liczb% calkowitg (wymiar
topologiczny dywanu Sierpinskiego wynosi 1). Wymiar okreslony wzorem (3) nazywany jest
wymiarem fraktalnym zbioru i ulamkowa wartoseé wymiaru oznacza, 2ze w niektérych
przeksztatceniach geometrycznych (przeksztalcenie podobienstwa na przyktad) zachowuje
sie on jak gdyby mial wymiar ulamkowy. Mozna latwo sprawdzi¢, ze obiekty euklidesowe
maja wymiar fraktalny calkowity i roéwny wymiarowi topologicznemu, podczas gdy dla
fraktali wymiar fraktalny jest zawsze rozny od wymiaru topologicznégo (chociaz
niekoniecznie ulamkowy). ’

Na rysunku 3 przedstawiono przyklad fraktalu objetosciowego. Inicjatorem jest tu

szescian. Szescian ten dzieli sie na 27 mniejszych szes$cianéw o boku 1/3 i1 usuwa sie po
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Jednym szescianie ze srodka kazdej sciany i dodatkowo szedclan znajdujacy sle wewnatrz.
Podobnie postepuje sie z kazdym z pozostalych 20 szescianéw - po nleskoniczenie wielu
krokach otrzymuje sie fraktal o nazwie' gabka Mengera 1 wymlarze fraktalnym
D=log(20)/10g(3)=2,726... Mozna =zauwazy¢ dalej, 2e zewngtrzna powierzchnia ggbkl
Mengera to po prostu szes¢ zlozonych ze soba krawgdziami dywanéw Slerpinskiego
(D=1,892...). Mamy tu wlec przypadek fraktalu przestrzennego, ograniczonego fraktalem
powierzchniowym, natomiast w przypadku dywanu Sierpinskiegoe (rys. 2) mamy do czynlenia
z fraktalem powierzchniowym, ograniczonym figurg euklidesows (kwadrat). Nalezy dale}
zauwa2yé, 2e sumaryczna objetosé elementéw (szesclanéw) usuwanych przy konstrukcji gabki
Mengera rowna Jest objqtosci calego szescianu - tworzg wiec one obliekt nie fraktalny, a
euklidesowy, niezaleznle od tege jak bardzo Jest on “poszatkowany". Podobnie w
przypadku dywanu Sierpiﬁskiego, suma elementéw (kwadratow) usuwanych réwna Jest
powierzchni kwadratu. Przyklad powlerzchni euklidesowej ograniczone) fraktalng
obwiednia przedstawiony Jest na rysunku 4. Mozna soble tatwo wyobrazié¢, 2e Jjest to
przekréj zlarna mineratu otrzymanego w wyniku mielenia i w zwiazku 2z tym wykazujacego
silna chropowatos¢ powlerzchni, ale nie wykazujacego porowatosci. ZSano porowate moze
by¢ modelowane na przyklad gabka Mengera. Inicjatorem fraktalu jest tutaj kwadrat
(generator pokazany Jest w prawej czesci rysunku). Nalezy zauwazy¢, 2e niezaleznie od
tego,na ktorym etapie przerwiemy konstrukcje fraktalne] obwiedni, powierzchnia zawarta
wewnatrz figury Jest zawsze réwna powierzchni wyjsciowego kwadratu. Inny przyklad
fraktalu, ktéry moze sluzy¢ do modelowania powierzchni porowatej przedstawiono na
rysunku 5. Jak wida¢ z rysunku, najbardziej charakterystyczna cecha konstrukcji jest
to, 2e powtarza ona pewne elementy o tym samym ksztalcie w ré2nym powiekszeniu - to
samo mozna powiedzieé o wszystkich pozostalych przedsiawionych w aftyknle konstrukcjach

geometrycznych. Ta wlasnie cecha, to 2znaczy wewnetrzne podobiefistwo, Jest najbardziej

istotna wiasciwoscia obiektéw fraktalnych. Miara ilogciowa wewngtrznego podobleristwa

Jjest wspéiczynnik podobienstﬁa f (jest to najmniejszé liczba f taka, 2e po f-krotnym
pomnie jszeniu zbioru staje sie on identyczny ze swolm podzblorem). Przy f-krotnym
pomnie jszeniu zbioru Jégo zawartos¢ zmniejsza sie k razy - liczba k nazywa sie
powiekszeniem fraktalnym. Dla krzywej von Kocha z rysunku 1 f=3 i k=4.

3. ZASTOSOWANIE TEORII FRAKTALI DO OPISU PROCESOW ROZDRABNIANIA I AGLOMERACJI

W procesie rozdrabniania moze cz¢sto sttqpic-sytuacja, ze proces pgkania ziarna
okreslony jest czynnikami niezaleznymi od QielkoSci ziarna (na przyklad wiélkoscii kata
pomiedzy plaszczyznami lupliwosci). Mozna wiec oczekiwac, 2e niezalezpnie od wlielkoscl
ziarna ksztalt powlerzchni ograniczajacej bedzie podobny. Przebleg procesu
rozdrabniania przypomina wigc proces budowy struktury fraktalu. Réwniez proces
agregacji moze przebiega¢ podobnie do procesu budowy fraktalu. Mozna soble na przykilad
wyobrazi¢, 2e kllka czastek laczy sie w Jedna wieksza (pozostawiajép w srodku wolng
przestrzen), nastgpnie kilka wigkszych czastek znéw laczy sie ze sobg dajac w efekcle
Jeszcze wigkszg itd. W wyniku takiego procesu powétawaé moga struktury przestrzenne
przypominajace ggbke Mengera. W literaturze mozna znalez¢ bardzo wiele prac (2-8), w



Teoria fraktali - nowy spos6b opisu .. 19

Rys. 4. Powierzchnia euklidesowa ograniczona krzyws fraktalng. Po prawej stronie
rysunku generator fraktalu

Fig. 4. Euclidean surface bounded by a fractal line. The generator of the fractal is
shown in the right part of the figure

Rys. 5. Krzywa von Kocha (D=1,785...) ktora, moie symulowaé¢ przekréj prostopadty do
powierzchni silnie porowatego ciala stalego. Konstrukcja zakornczona po 5 krokach

Fig. 5. Von Koch curve (D=1.785...) which may simulate the cross section
perpendicular to the surface of a porous solid body. Theconstruction is finished after

S steps
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Rys. 6. Zaleznos¢ logarytmu powierzchni wiasciwej od logarytmu s$rednicy ziarna dla
kilku réznych skal weglanowych. Dane zaczerpniete z pracy Love'a i Whittakera (9)

Fig. 6. The dependence of the logarithm of specific surface area on the logarithm of
the particle diameter for a number of different carbonate rocks. Data from the work of
Love and Whittaker (9)
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Rys. 7. Zalezno$¢ wymiaru fraktalnego powierzchni kilku skatl weglanowych (te same

probki co na rysunku 6) od powierzchni wlasciwej dla ziaren o grednicy 0,65 mm. Lewy
dolny punkt - wartos$é¢ dla kuli. .

Fig. 7. The dependence of the surface fractal dimension on specific surface area for
samples of carbonate rocks from fig. 6 - particle diameter 0.65 mm. Lower left point -

value calculated for a sphere
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ktérych przeanalizowano dostepne dane o ukladach rozdrobnionych z punktu widzenia ich
podobienistwa do struktur fraktalnych. Na podstawie analizy cytowanych prac mo2na wysnué
wnlosek, ze zachowanie "fraktalopodobne" jest dla ukladéw rozdrobnionych raczej reguta
niz wng}kiem.

Jak wspomniano w poprzednim paragrafie,zawartoéé zbloru fraktalnego, mierzona w
Jednostkach takich, w Jakich mierzy sie zawartos¢ zbioroéw euklidesowych (diugosé,
powierzchnia, objeto$é¢) wynosi zero lub nieskoniczonos$¢, w zaleznoscl od tego czy wymiar
fraktalny zbioru jest wiekszy czy mniejszy od wymiaru inicjatora. Jesli Jjednak
konstrukcj¢ fraktalu zatrzymamy po skoriczonej liczbie krokéw, to otrzymujemy obiekt
euklidesowy (tamang, powierzchnig, bryle), ktérego zawartosé ma wartosé skoniczong (jest
to tak zwana czesciowa zawartos¢ fraktalna). Przyjmijhy 2za Jjednostke dlugosci sredniceg
inicjatora, a za Jednostke zawartosci zbioru zawartos¢ inicjatora (jego dlugosé,
powierzchnig lub objgtos¢, w zaleznosci od wymiaru topologicznego d inicjatora). Na
kazdym kroku konstrukcji fraktalu diugosé¢ generatora ulega f-krotnemu zmnie jszeniu, po

N krokach wynosié¢ wiec bedzie :

Ly=t/oN, (s
natomiast czesciowa zawartos$¢ fraktalna po N krokach bedzie wynosié:

o=k, (6)

Dla ukladéw rzeczywistych nie Jest zwykle mozliwe wyznaczenie liczby krokéw wykonanych
przy budowie struktury fraktalnej. Jesli jednak =zalozymy, ze powierzchnia wykazuje
nieréwnosci o réznych mozliwych wymiarach. poczawszy od s$rednicy ziarna, a skoniczywszy
na przyklad na liniowym wymiarze tworzacych ziarno molekut, toliczbe N mozna wyrazié
poprzez. f, korzystajac ze wzoru(5)i zakladajac, ze L=(r/R), gdzle R to wymiar liniowy
ziarna (promien), a r to wymiar liniowy najmniejszych nieréwnosci powierzchni.

Wstawiajac tak obliczone N do wzoru (6) i korzystajac ze wzoru (4) otrzymujemy:
=4 P (r/R)97D, (7)

gdzie C to zawartos¢ pojedynczego ziarna o budowie fraktalnej, przy czym C bedzie to
objetos¢, jesli traktujemy ziarno ‘jako fraktal objetosciowy (w tym przypadku d=3), lub
powierzchnia, Jje$li traktujemy ziarno Jako fraktal powierzchniowy (w tym przypadku
d=2). Warto$¢ r mozna co prawda oszacowaé¢ (na przyklad z analizy obrazéw mikroskopowych
ziaren), ale zwykle zadowalamy sie zalozeniem, ze jest ona stala dla rozpatryﬁanego
materialu i sposobu rozdrabniania i piszemy wzér (7) w postaci:

D-d

C=K*R (8)

gdzie K to pewna stala, charakterystyczna dla danego materiatu i sposobu rozdrabniania.
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Powierzchnia kuli o promieniu R wynosi 4"TI’R2, natomiast powierzchnia inicjatora jest

proporcjonalna do RZ(C we wzorze (8) wyrazone Jest Jjako wielokrotnos¢ zawartosci
inicjatora), wiec wspdélczynnik kulistosci ziarna (stosunek powierzchni rzeczywistej
ziarna do powierzchni kuli o tej samej sdrednicy) Jest wprost proporcjonalny do
wielkoscl C ze wzorudi®) Dla ziaren, ktére maja wlasnos¢ fraktalu powierzchniowego, ale
nie sa fraktalem objetosciowym 2<D<3 (D=2 odpowiada powierzchni euklidesowej) 1 d=2.
Jesli dysponujemy kilkoma frakcjami danego materialu o réznym uziarnieniu 1 mamy
mozliwo$é wyznaczenia wspédlczynnika kulistosci ziaren W, to mozna sprawdzié, czy
powierzchnia zlarna ma charakter fraktalu czy nie (jesli nie, to W powinno by¢
niezalezne od R), a jesli stwierdzimy zalezno$¢ W od R, to kreslac zaleznos$¢ log(W) od
log{R), mozemy wyznaczyé D. Wiasnosci ukladéw rozdrobnionych odnosimy zwykle nie do
jednego ziarna, a do jednostkowej masy ziaren (n p. do 1 g). Dla ziaren,ktére sa
fraktalem powierzchniowym o wymiarze fraktalnym D, ale nie objetosciowym (wymiar
fraktalny objetosci réwny wymiarowi topologicznemu), ilos$¢ ziaren zawartych w jednostce
masy Jest proporcjonalna do R_3. Powierzchnia wtasciwa proszku bedzie wiec wprost

proporcjonalna do promienia tworzacych go ziaren,podniesionego do potegi D-3:
A=n=R 7, ' {9)

gdzie A to powierzchnia wlasciwa wyrazona w m2/g a n w molach adsorbatu na gram.

Wykonujac wykres log(A) od log(R) powinno sie otrzyma¢ prosta o nachyleniu -1, jesli
powierzchnia ziaren nie ma charakteru fraktalnego (woéwczas D=2) lub prosta o nachyleniu
D-3 (pomiedzy -1 a 0) dla powierzchni fraktalnych. Przykladowe wykresy takich
zaleznosci dla kilku réznych skal weglanowych (giéwne skladniki: wapienie i dolomity)
przedstawiono na rysunku 6. Jak wida¢, obserwuje sie rozne wartosci D, od bliskiej 2 do
bliskiej 3, dla wszystkich jednak przypadkéw zaleznos¢ wyrazona wzorem (9) Jest
sbelniona. Mozna réwnoczesnie zauwazy¢, ze wyzszym wartosciom D odpowiadaja wyzsze
wartoscl powierzchni wiasciwej (rys. 7) - Jjest to zrozumiale, je$li poréwna sie dwa
fraktale o podobnej budowie, ale roéznym D, np. krzywe von Kocha z rys. 1f 1 5.
Oczywiscie tak wyznaczony wymiar fraktalny D obowiazuje jedynie dla zakresu nierdéwnosci

" < " . P . " 2 ”
powierzchni Rmin<R Rmax’ gdzie Rmin i Rma to promienie najmniejszych i najwiekszych

ziaren uzytych w pomiarach powierzchni wla:ciwej proszku. Jesli ziarno jest fraktalem
objetosciowym (wykazuje porowatos¢ o charakterze fraktalnym), to jego masa (w
odniesieniu do masy inicjatora fraktalu) zmienia sie wraz z promieniem jak RD-3.
Poniewaz dla takich ziaren D<3,to gestos$¢ pojedynczego ziarna wzrasta wraz ze wzrostem
rozdrobnienia proszku - jest to zrozumiale, poniewaz pekanie ziaren w trakcie mielenia
bedzie zachodzilo gléwnie wzdluz pordw, uwalniajac przede wszystkim pusta przestrzen
wewngtrzna. Dla ziaren, ktére sa zarowno fraktalem objetosciowym jak 1 powierzchniowym,
wzor (9) nalezy zmodyfikowac¢ do postaci:
Dr-Dm

A TR (10)
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gdzie Dr - to wymiar fraktalny fraktalu powierzchniowego, a Dm - wymiar fraktalny
fraktalu objetosciowego. Wzér (10) obowiazuje oczywiscie dla przypadku, gdy A wyrazamy
w mz/g - gdybysmy odnie$li A do jednostkl objetosci preszku, to réwnlez dla fraktalu
powierzchniowego obowigzuje wzér (9).

Najczesciej stosowana, a roéwnoczesnie najdokladniejsza metedg wyznaczania
powlerzchni wtasciwej proszkéw jest metoda polegajgca na pomiarze 1iloscl gazu
zaadsorbowanego na powlerzchni w warunkach, w ktéorych mozna oczekiwa¢, 2e cala
powierzchnia pokryta Jest monowarstwg zaadsorbowanych czasteczek gazu. Od dawna
wiadomo, ze wielko$¢ wyznaczonej ta metoda powlerzchni wlasciwe] zalezy od powierzchni
przekroju czasteczki uzytego gazu. Matematyczng postaé te) zaleznoscl mozna otrzyma¢
wykorzystujac ponownie wzér (7). Jesli za liniowy wymiar najmniejszych nieréwnosci
powierzchni przyjmiemy promien czasteczki (nieréwnosci mniejsze nle beda odgrywaly
2adnej roli), to dla stalego R (ilo$¢ ziaren na 1 gram proszku jest stala dla stalego
R) otrzymamy:

n=K‘¢—D/2,

(11)
gdzie n to ilos$¢ moli adsorbatu na 1 gram adsorbentu, ¢ to przekréj czasteczki, a K
stala proporcjonalnosci. Stata ta jest charakterystyczna dla danego adsorbentu. Dla
powierzchni wlasciwej otrzymujemy wzor:
A=avekre (27D)/2 (12)

gdzie Av to liczba Avogadro. Wzér ten sprawvgeons ut# bardzo wielu adsorbentow (2, 3, 4)
i stwierdzono doskonala zgodnos¢ otrzymanyehn wynikéw z teoria, w szerokim zakresie
wielkosci ziaren (od mikronowych do milimetrewych). Stosujac polimery o réznym ciezarze
czasteczkowym (4) sprawdzono, ze wzor stosuje sie rowniez w szerokim zakresie promienia
czasteczki adsorbatu. Jak wynika ze wzoru (12), dla D>2 zmierzona powierzchnia wlasciwa
zalezy od powierzchni przekroju czasteczki. Jesli wiec wymiar fraktalny powierzchni
adsorbatu rozny jest od 2, to przyjecie w obliczeniach stopnia pokrycia powierzchni
substanc ja zaadsorbowang wartosci powierzchni wiasciwej otrzymanej z pomiarow adsorpcji
np. azotu moze prowadzi¢ do powaznych bledéw, gdy przekrdj czasteczki zaadsorbowanej
rézni sie od przekroju czasteczki uzytej do wyznaczenia powlerzchnil wtasciwej (np.
-azotu). Dla wiekszosci probek opisanych w literaturze znaleziono 2<D<3. D=2 znaleziono
ﬁiilniewielu adsorbentéw, w tym dla grafitu, co jest zrozumiale, gdyz material ten ma
strukture warstwowa i w tra}cie rozdrabniania odstania duze plaszczyzny gladkie na
poziome molekularnym. Matﬁ;iaky porowate charakteryzyja sie oczywiscie wartoscig D
bliska 3.

Przedstawione powyzej zaleznosci matematyczne sformulowane zostaly pod katem opisu
procesu rozdrabniania, ale w znacznej mierze dotycza cne réwniez procesu aglomeracji.
Dla wielu rodzajow aglomeratow (8) znaleziono wymiar fraktalny 1<D<3, mozna wiec i w

tym przypadku zastosowa¢ do ich opisu zaprezentowany powyzej aparat matematyceny.
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4. PODSUMOVANIE

W artykule przedstawiono podstawy geometrii fraktalnej. nowego dzialu matematyki,

ktéry dostarcza modeli matematycznych do opisu obiektéw wykazujacych znaczne
nieregularnosci geometryczne i moze znalezé zastosowanie w teorii proceséw przerébki
kopalin. Wszystkie przedstawione przyktady prezentowaly tzw. fraktale deterministyczne,
to znaczy fraktale, dla ktérych mozna poda¢ doktadny algorytm ich konstrukcji. W opisie
bardziej zlozonych ukladéw stosuje sie zwykle tak zwane fraktale probabilistyczne - w
tym przypadku dobudowywanie kole jnych elementoéw fraktalu nastepuje w sposéb losowy. Do
fraktali takich stosuja sie te same wzory co do fraktali deterministycznych, ale w
sensie statystycznym, tzn. z pewnym okreslonym prawdopodobienstwem i wylacznie w
odniesieniu do dostatecznie licznych zbioréw elementéw. Jak Juz powyzej wspomniano,
“prawdziwy" fraktal otrzymuje sie wtedy, gdy proces budowy fraktalu prowadzi sie
nieskonczenie diugo. W przypadku obiektow rzeczywistych taki proces musi zaczyna¢ i
koficzy¢ sie na okreslonym etapie. W zwiazku z tym wystepuje zawsze tak zwane gérne i
dolne ograniczenie, a badany systenm wykazuje zachowanie fraktalne w pewnych okreslonych
granicach. Zagadnienie to oméwione zostalo szerzej w pracy Pfeifera (6). Nalezy tu
podkresli¢, ze obiekty o strukturze fraktali wystepuja powszechnie w przyrodzie - jako
typqu przyklad moze tu stuzyé..... kalafior. Réwniez takie obiekty, jak chmury, ptatki
sniegu, gatezie drzew maja strukture fraktalu, stgd bardzo szerokie zastosowanie teorii

fraktali do opisu tego typu obiektéw.
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Fractals are the objects which show irregularities at any magnification and may
not be described by Euclidean geometry. In the article the theory of fractals is
shortly reviewed and the possibilities of using fractals in the description of mineral
processing is presented on the basis of examples from the literature.
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